Equidistribution de sous-varietes speciales. 

Laurent Clozel, Emmanuel Ullmo 
1 Introduction 

Soit 5* une variete de Shimura sur C. On definit sur 5" un ensemble de 
points speciaux (les points a multiplication complexe) et un ensemble de 
sous-varietes speciales que Ton appelle sous-varietes de type de Hodge. Les 
definitions qui seront donnees plus tard dans le texte sont presentees de 
maniere tres agreable dans le papier de Moonen [Hj. 

Dans ce cadre Andre et Oort font la conjecture suivante. Soit Y une sous- 
variete de S, il existe un ensemble fini {S*!, . . . , S'^} de sous-varietes speciales 
avec Si <ZY pour tout i tel que toute variete speciale Z de S contenue dans 
Y est en fait contenue dans un des Si. Le resultat le plus profond dans la 
direction de cette conjecture a ete obtenu par Edixhoven et Yafaev [S]. 

On definit dans ce texte une classe assez large de sous-varietes speciales 
que nous appellerons fortement speciales par manque d'une terminologie plus 
adequate. Decrivons les sous-varietes fortement speciales: 

Soit S une variete de Shimura associee a une donnee de Shimura (G, X) 
pour un groupe algebrique adjoint sur Q et une G(R)-classe de conjuguaison 
X de morphismes: 

oil § designe le tore de Deligne Resc/uGm- Une sous- variete speciale de S est 
associee a un Q-sous-groupe algebrique reductif H. Les sous-varietes forte- 
ment speciales seront celles qui sont associees a un Q-sous-groupe algebrique 
semi-simple Hq qui n'est contenu dans aucun Q-sous-groupe parabolique 
propre de Gq. Le resultat principal de ce texte est 

Theoreme 1.1 Soit Y une sous-variete d'une variete de Shimura S . II ex- 
iste un ensemble fini {Si, . . . , Sk} de sous-varietes fortement speciales de 
dimension positive Si gY tel que si Z est une sous-variete fortement speciale 
de dimension positive avec Z G Y alors Z G Si pour un certain i G {1, . . . ,k}. 



1 



Le theoreme 11.11 se deduit d'un enonce ergodique. Toute sous-variete 
speciale Z de S est munie d'une maniere canonique d'une mesure de proba- 
bilite fiz- 

Theoreme 1.2 Soit Sn une suite de sous-varietes fortement speciales. Soit 
fin lo, mesure de probabilite associee d Sn- II existe une sous-variete fortement 
speciale Z et une sous-suite fin,. Qui converge faiblement vers fiz- plus Z 
contient Sn,. pour tout k assez grand. 

On obtient la preuve du theoreme 11.11 en considerant une suite de sous- 
varietes fortement speciales maximales Sn parmi les sous-varietes fortement 
speciales contenues dans Y. En passant a une sous-suite on pent supposer 
que fin converge faiblement vers fiz- Comme le support de fiz est contenu 
dans Y, on en deduit que Z <Z Y. Par la maximalite des Sn et le fait que 
Sn C Z pour tout n assez grand, on en deduit que la suite Sn est stationaire. 

La preuve des resutats principaux de ce texte repose sur des resultats 
ergodiques . L'outil principal de ce texte est la conjecture de Raghunathan 
sur les flots unipotents demontree par Ratner [T2] [13] et precisee par Mozes et 
Shah [TU] . Dans la deuxieme partie de ce texte nous expliquons, dans le cadre 
arithmetique qui nous concerne, les resultats ergodiques dont nous avons 
besoin. La troisieme partie repose essentiellement sur la theorie des donnees 
de Shimura (G, X) developpee par Deligne |3] |1] interpretant les travaux 
de Shimura. On y montre les resultats preliminaires a la demonstration 
des proprietes de stabilite de I'ensemble des sous-varietes fortement speciales 
obtenues en debut de quatrieme partie. Les theoremes principaux sont alors 
demontres a la fin de la quatrieme partie. Nous donnons aussi des exemples 
oil le theoreme 11.21 est mis en defaut pour des suites de varietes speciales 
associees a des groupes if„ qui ne sont pas semi-simples ou qui sont contenus 
dans un Q-parabolique propre. 

Remerciements. Les auteurs remercient le rapporteur pour d'utiles 
commentaires qui ont conduit a une amelioration notable du resultat princi- 
pal de ce texte. 

2 Preliminaires sur les groupes 

Notations. Soit H un groupe algebrique; conformement a I'usage on notera 
la composante connexe de H pour la topologie de Zariski. H'^'^, H'^'^'^ 
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et H'^'^ designent respectivement le groupe adjoint, le groupe derive et le 
revetement simplement connexe de H'^'^^. On notera Ru{H) le radical unipo- 
tent de H. Si H est un sous-groupe de G, on notera Nc{H) le normalisateur 
dans G de if et Centc^H) ou Zg{H) son centralisateur. Si H est semi- 
simple connexe et defini sur un corps k, H est produit presque direct de ses 
fc-sous-groupes connexes normaux minimaux Hi, . . . , Hr (^I] prop2.4 p. 62). 
Si H est adjoint ou simplement connexe ce produit est direct ([TT] p. 62). Par 
abus de langage les Hi seront appeles facteurs fc-simples de H dans la suite 
du texte. 

Si Hi est un facteur M-simple d'un groupe semi-simple connexe H 
sur M, on dit que Hi est compact ou non compact si Hi{R) est compact 
ou non compact. On notera dans cette situation H{M.)^ la composante con- 
nexe de H{M) pour la topologie reelle et if(M)+ la preimage de H"''^{M)~^ par 
I'application adjointe. Si de plus H est defini sur Q, on note 
H{Q)+ = H{R)+ n H{Q) et H{Q)+ = H{R)+ n H{Q). Si A est un sous- 
ensemble d'un espace topologique, on note A son adherence. 

Soient Gq un groupe algebrique connexe et semi-simple defini sur Q et 
G = Gq{R)~^. On suppose que les groupes de points reels des facteurs Q- 
simples de Gq ne sont pas compacts. Soit T un sous-groupe arithmetique de 
G et Q = r\G. On note P(fi) I'ensemble des mesures de Borel de probabilite 
sur fl. 

Soit H I'ensemble des sous-groupes de Lie fermes connexes H de G tels 
que: 

1) H nr est un reseau de H. En particulier r\rH est ferme et on note 
fiH £ -P(^) sa mesure if-invariante normalisee. 

2) Le sous-groupe L de H engendre par les sous-groupes unipotents a un 
parametre de G contenus dans H agit ergodiquement sur r\rH par rapport 
a hh- 

Pour if G 7i, on notera L{H) (ou L si il n'y a pas de confusion possible) le 
sous-groupe de H engendre par les sous-groupes unipotents a un parametre 
de G contenus dans H. 

Lemme 2.1 Soient H ^Ti. et L = L{H) le sous-groupe associe. 

a) Soit T\TL I'adherence de T\TL dans T\G. Alors T\TL = T\TH. 

b) Dans cette situation H est le plus petit sous-groupe de Lie ferme de G 
tel que T\TL = T\TH. 

c) II existe un Q-sous- groupe algebrique Hq de Gq tel que H = iiQ(M) + . 
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Preuve. Notons tout d'abord que d'apres les travaux de Ratner [T2] [TB] , 
il existe un plus petit sous-groupe de Lie ferine H' de G tel que L C H' et 
T\TL = T\TH'. D'apres ^ (prop 2.1), H' e H. 

Par ailleurs L est un sous-groupe normal de H et agit ergodiquement sur 
T\TH. II existe done une orbite sous L qui est dense. II existe done h E H 
tel que 



T\TH = T\ThL = T\ThLh'^h = T\TLh. 

On en deduit que r\rL = T\TH; ce qui prouve (a). 

Par minimalite de H', on a if' C H. D'apres ^3] (prop 3.2) si Hq designe 
le plus petit Q-sous-groupe de Gq tel que L C Hq{R), on a Hq{R)^ = H = 
H'. Ceci prouve done (b) et (c). 

Si E est un sous-ensemble de G, on definit le groupe de Mumford-Tate 
de E, note MT{E), comme le plus petit Q-sous-groupe algebrique Hq de Gq 
tel que E C Hq(R). Si H e H et L = L{H) alors H = MT(L)(M) + . On 
retiendra le lemme suivant du a Shah. 

Lemme 2.2 (Shah) Soient H E H et L = L{H). 

a) Le radical N de L est unipotent et L est un produit semi-direct 

L = NS 

pour un groupe semi-simple sans facteurs compacts S. 

b) Le radical de MT{L) est unipotent. 

Preuve. Le (a) est demontre dans J3] Lemme 2.9. Le (b) decoule de J3] 
Prop. 3.2 et du fait que F est un reseau arithmetique (c.f. [15j Remarque 
3.7). 

Lemme 2.3 Soit Hq un Q-sous-groupe algebrique connexe semi-simple de 
Gq. Alors Hq(M.)^ E H si et seulement si pour tout facteur Q-simple Hiq 
de Hq, Hiq{M.) n'est pas compact. 

Preuve. Remarquons tout d'abord que par un resultat de Cartan f[TT]. 
prop 7.6), si F est un M-groupe algebrique simple, simplement connexe et non 
compact alors F{M.) = F(R)^ est engendre par ses sous-groupes unipotents 
a un parametre. On en deduit que si F est un M-groupe algebrique simple 
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non compact alors F(M)"'" est engendre par ses sous-groupes unipotents a un 
parametre. 

Supposons que Hq est sans facteur Q-simple M-anisotrope. Soit L le sous- 
groupe de Hq(M.)~^ engendre par ses sous-groupes unipotents a un parametre. 
Si F est un facteur simple non compact de Hq{M.)^, alors par la discussion 
precedente F <Z L. On en deduit que MT{F) C MT{L). On en deduit 
alors que MT{L) contient les facteurs Q-simples de Hq done MT{L) = Hq. 
D'apres les resultats de Ratner ([T3] thm 4 p. 162), il existe H' ^Ti minimal 
tel que L (Z H' et r\rH' soit ferme dans Q. D'apres le lemme 12.11 on a 
H' = MT(L)(M)+ = Hq{R)+ G n. 

Reciproquement soit H = Hq(R)^ eH et L = L{H). Si Hq a un facteur 
Hi Q-simple qui est M-anisotrope, alors on a un morphisme surjectf 

r n H{R)+\H{R)+ — ^ ri\if;(M)+ 

avec H[ isogene a Hi, Taction de L{H) a droite etant triviale. L'image Fi 
de r n H(M.)~^ est contenu dans un sous-groupe arithmetique ([T], cor. 7.3) 
done est finie. Ceci contredit I'ergodicite de Faction de L. 

2.1 Mesures algebriques. 

Comme G opere a droite sur Q, on a une operation induite de G sur P{Q) 
et pour /i G P{^), on note fig son transforme par g. Soit /i G P{fl), on note 
A(/x) son sous-groupe d'invariance (done ferme dans G): 

A(/i) = {g eG \ fig = fi} 

et Supp{fi) son support. On note L{fi) le sous-groupe de G engendre par les 
sous-groupes a un parametre unipotents contenus dans A(/i). On dit qu'une 
mesure /i G P{fl) est algebrique si il existe x E fl tel que Supp{fi) = xA(/i). 

On note Q{fl) I'ensemble des fi G P{fl) tels que Faction de L{^) sur Q soit 
ergodique par rapport a /x. D'apres les resultats de Ratner toute mesure dans 
Q{fl) est algebrique et d'apres Mozes-Sliah [TU] pour tout /i G Q{^), il existe 
un sous-groupe a un parametre unipotent u(t) G L{fi) qui agit ergodiquement 
par rapport a fi. Le resultat principal de ^| qui est a la base de ce texte 
est: 

Theoreme 2.4 (Mozes-Shah) Soit fii une suite de mesures dans Q{Q) con- 
vergeant vers fi G P{fl). 
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a) Q{Q) est ferme done fi G Q{Q). Soit x G supp{^). 

b) Soit Ui(t) C L{fii) un sous-groupe unipotent d un parametre agissant 
ergodiquement par rapport d fii. Soit Qi & G une suite eonvergeant vers e telle 
que XQi = G supp{fii) et telle que {xgiUiit) : t > 0} soit equidistribue par 
rapport d fii (une telle suite existe 11 01 . p. 156). Pour tout i assez grand, on 
a 

suppini) C supp{n).gi 

et 

9iUi{t)g~^ G L(/i). 

De plus le sous-groupe de L{jj,) engendre par les giUi{t)g~^ pouri assez grand 
agit ergodiquement par rapport a fi. 

En particulier soit Q{fl,e), Tensemble des mesures /i G Q{fl) telles que 
r.e G supp{fi). Les mesures de Q{Q,e) sont les mesures if-invariantes nor- 
malisees de support T\TH pour un H eH. On utilisera aussi la proposition 
suivante essentiellement contenue dans Mozes-Shah [TUj : 

Proposition 2.5 L'ensemble Q{Q,e) est compact pour la topologie faible. 
Si fin € Q{^, e) est une suite qui converge faiblement vers fi G Q{Q, e), alors 
pour tout n assez grand supp{fin) C supp{fi). 

3 Sous-varietes speciales des varietes de Shimura. 
3.1 Preliminaires 

Soit S = Resc/RGmc le tore de Deligne, une donnee de Shimura est un 
couple {Gq,X) oil Gq est un groupe reductif sur Q et X G ifom(S, Gr) est 
une classe de (j'(R)-conjugaison verifiant les "conditions de Deligne" 0, 

a) Pour tout a G X la representation adjointe Lie{GM.) est de type 

{(-1,1), (0,0), (1,-1)}; 

en particulier a{GmR) C Z{Gm). 

b) L 'involution int{a{^/ —1)) est une involution de Cartan du groupe ad- 
joint G^^. 

c) Le groupe Gq n'a pas de Q-facteur M-anisotrope. 
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On suppose dans la suite de cette section que Gq est adjoint. Pour tout 
a G X, le groupe de Mumford-Tate MT{a) est defini comme le plus petit 
Q-sous-groupe de Gq tel que Ton ait une factorisation de a via MT{a)s.. 
(Noter que ce groupe est done connexe). Quand T = MT(a) est un tore, 
on dit que a est special; comme T{R) est contenu dans le centralisateur de 
a{\/^) qui est compact, on en deduit que T(M) est compact. 

Definition 3.1 Une sous-donnee de Shimura {Hq,Xh) de {Gq,X) est une 
donnee de Shimura telle que Hq est un Q-sous-groupe algehrique de Gq et 
Xh la H{R)-classe de conjugaison d'un morphisme a : S — * G^., a E X se 
factorisant par H^. 

Proposition 3.2 Soit Hq un Q-sous-groupe algehrique de Gq semi-simple 
connexe et sans Q-facteurW-anisotrope. On suppose qu'il existe a : E> ^ G^, 
a E X se factorisant par Hk- Soit Xh la H{M.)-classe de conjuguaison de a. 
Alors {Hq,Xh) est une sous-donnee de Shimura de {Gq,X). 

Nous verifions les conditions (a), (b) et (c) des donnees de Shimura. Soit 
[) = Lie H{R), Q = Lie C = a{^/^) G H{R); alors G^ est central 

dans H(R). La condition (a) decoule du fait que t) est un sous-espace de Q 
invariant par §. 

Pour (b), H etant semi-simple, il nous suffit de verifier que int(C) est 
une involution de Cartan de H^. D'apres (|4], 1.1.15), il suffit d'exhiber 
une representation reelle V de H{R), fidele et C-polarisable au sens suiv- 
ant: il existe une forme bilineaire B sur V, invariante, telle que B{X, GY) 
soit symetrique et definie positive. On prend V = g pour la representation 
adjointe et B egale a la forme de Killing. Enfin (c) est vrai par hypothese. 

3.2 Sous-varietes de type de Hodge 

On note A I'anneau des adeles de Q et Af I'anneau des adeles finis. Soit 
{G, X) une donnee de Shimura {G n'etant pas necessairement adjoint) et K 
un sous-groupe compact ouvert de G{Af), on note 

ShK{G,X){C) = G{Q)\X X G{Af)/K 

et [x,gK] I'image de {x,gK) G X x G{Af) dans ShK{G,X){C). 

Soit X+ une composante connexe de X; X~^ est une G"'^(R)"'"-classe 
de conjugaison d'un morphisme h"''^ : S G^ et X~^ est un domaine 
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symetrique hermitien. Soit Kqo le fixateur de h°''^{\/—l) dans G"^'^(M) + . Soit 
ii'oo,+ la preimage de K^o par rapplication adjointe, on a alors un isomor- 
phisme 

X+ ^ G'(M)+/i^oo,+ ^ G'"'^(M)+/iroo. (1) 

et 

ShK{G,X){C) = G(Q)+\X+ X G{Kf)/K. (2) 

On note encore [a;,(7K] 1' image de {x,gK) G X+xG'(A/) dans ShxiG, X){C). 

Nous aurons besoin de la definition des operateurs de Hecke dans ce cadre 
(voir par exemple jH] 1.6.1). 

Definition 3.3 Soient g G G{Af) et Kg = K (1 gKg^^. La correspondence 
de Hecke Tg sur ShxiG, X){C) est definie par le diagramme 

ShK{G,X){C) ShK,{G,X){C) "2 -> ShK{G,X){C). 

oil TTl est donne par Vinclusion Kg d K et tt2 est ^application 

[x,9]^[x,9g]. 

Soit Z une sous-variete de ShxiG, X){C) , on note Tg.Z le cycle 712*7^12 de 
ShxiG, X){C) . On dit que Tg.Z est le translate de Z par Voperateur de 
Hecke Tg. 

Soit Rg,k un systeme de representants de G'(Q)+\G(A/)/K, alors Rg,k 
est fini et 

ShK{G,X) = Ug^R^,,Vg\X+ (3) 

oil 

r, = G{q)+ n gKg-\ 

Si designe I'image par ['application adjointe de Tg on a un isomorphisme 

r;\x+ = r,\x+ 

oil les groupes Tg et V'g agissent de maniere naturelle via les isomorphismes 
de r equation ((T)). 

On suppose dans la suite de cette section que G = G"'^ est un groupe 
adjoint done que X~^ est une G(M)+ classe de conjugaison de morphismes de 
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etrg^G{QyngKg-\ 

Soit {H,Xh) une sous-donncc dc Shimura. Si Kh ~ K H H[Af), on 
dispose d'un morphisme induit de varietes de Shimura 

iP : ShKAH,XH)iC) ShKiG,X){C). 

On choisit alors un systeme de representant Rh,k de 

H{Q)+\H{Af)/KH, 

on a done 

avec Ax = H{Q)+n XKhX~'^. 

Definition 3.4 Avec les notations precedentes, une sous-variete de la forme 
'4){A)\Xjj) est appelee sous-variete de type Shimura de Sh^iG, X){C) . Une 
composante irreductible d'un translate par un operateur de Hecke d'une sous- 
variete de type Shimura de ShxiG, X){C) est appelee sous-variete de type de 
Hodge. 

Le but de ccttc partie est de decrire les sous-varietes de type de Hodge 
dans le langage des espaces localement symetriques hermitiens. Le lemme 
suivant qui montre la faible difference entre les notions de sous-variete de type 
Shimura et sous-variete de type de Hodge nous permettra de nous ramener 
toujours dans la suite a des sous-varietes de type Shimura. 

Lemme 3.5 Soit M une sous-variete de type de Hodge de ShK{G,X){C). 
II existe (5 e Rg,k une sous-variete de type Shimura Mi tels que M est 
une composante irreductible de T^.M^. 

Preuve. II existe une sous-donnee de Shimura {H,Xh) ct A G G{Af) 
tels que M est I'image de Xh x XK dans ShxiG, X){C). On pent ecrire 
A = 7/3A; avec 7 e G{Q)+, f3 e Rg,k et k e K. Soient H-y = ^~'^H^ et 
X-y la if^(]R)-classe de conjugaison de .xq pour un xq G Xh , {H^,X^) 
est une sous-donnee de Shimura et M est aussi I'image de X^ x f3K dans 
ShK{G,X){C). On en deduit que M est une composante irreductible de 

Ti3.ShKnH^(Af){Hj, X^){C). 
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Lemme 3.6 Pour X G Rh,k, H existe un unique (3 E Rg,k t^l Que A = ^(5k 
avec 7 e G{Q)~^ et k & K. On a alors 

Preuve. On a pour tout x e 

^jj([x,XKH]) = [x,XK] = [x,^pK] = [7-'x,/3K]. 

Ceci termine la preuve quand on a remarque que les elements de A\\X^ 
sont ceux de la forme [y, XKh] {y G X^) et ceux de r/j\X+ sont ceux de la 
forme [y, PK] avec y e X+. 

Fixons xo e X^ de sorte que 

X+ = H{R)+.xo CX+ = G{R)+.xo. 

Soient xi = 7~^xo G X et i/^ = 7-^//7. On a H^{R) = 7-^//(M)7 et on 
note 

Xh, = H^{R).x, 
la i7^(]R)-classe de conjugaison de Xi alors 

X+^ = H,{R)+.x^ 

est unc composante connexe de Xh^,- 
On note I'inclusion naturcllc 

: X+. 

Lemme 3.7 L'application ipx induit par passage au quotient une applica- 
tion (encore notee ipx) 

V'A : 7-'A,7\^^, rf,\X+, 

et 

Ur'A,^\xl)^mx\x^). 

b) On a 7~^Aa7 C F/s et 

7-iA;,7 = H^{Q)+ n = H,{R)+ n r^. 
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Preuve. Comme 7 = f3k, on a 

Ceci prouve a la fois la premiere partie du (a) et du (b). Par ailleurs d'apres 
la preuve du lemme 13.61 

^(Aa\X+) = {[-f~'h.xo,f3K], h e H{R) + } 

d'ou 

^(Aa\X+) = {[h.x,,PK], h' E H,{RU} = 7Aa(7-'Aa7\X+J. 
Comme C G{Q), on a 

On a 

7-iA,7 = iJ^(Q)+ n (4) 

et 

Un element 6* G if^(Q)+ fl pent done s'ecrire 

e = pkip-^ = -f^^h'y 

avec ki E K et h E H{Q)^. On a done 

fc-ifciA; = A~^/iA e //(A/) nK = Kh 

et 9 E H^{Q)^ n (3kK Hk~^ f3~^ . Ceci termine la demonstration du lemme au 
vu de r equation (jH). 

Resumons I'information qui nous sera utile dans la suite sous la forme: 

Proposition 3.8 On suppose toujours que Gq est adjoint et on fixe (3 E 
Rg,k- On pose T = Tp de sorte que Sq = r\X~^ est une composante 
irreductihle de ShxiG, X){C) . 

Soit M une sous-variete de type Shimura de Sq, alors M est I'image dans 
Sq d'une variete M' = Ah\X^ ou Hq est un un Q-sous-groupe de Gq tel 
que : 

1) Ah = i?(M)+ n r est un reseau arithmetique de if(]R)+. 

2) II existe un sous-groupe compact maximal K^o de G(M)^ tel que 
n if(M)+ est un compact maximal de H{M.)^ et 
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On a aussi une reciproque utile a cette proposition: 

Proposition 3.9 Soit Hq un Q-sous groupe reductif verifiant les 2 pro- 
prietes de la proposition avec K^o = Cent{a{\/—1)) pour un a G X 
tel que MT{a) C Hq soit un tore, alors I'image M de Ah\X^ dans So est 
une sous-variete de type de Hodge. 

Preuve. La sous-variete M est totalement geodesique dans 5*0 et contient un 
point special, par les resultats de Moonen (0 thm 4.3), c'est une sous-variete 
de type de Hodge. 

4 Preuve des Theoremes 

4.1 Sous-varietes fortement speciales 

Solent {G,X) une donnee de Shimura avec G adjoint, K un sous groupe 
compact ouvert de G{Af) et S = ShK{G,X){C). Une sous-variete fortement 
speciale est une composante irreductible d'un translate par un operateur de 
Hecke d'une sous-variete de Shimura ShKr\H'{Kf){.H' , Xhi){'C) ou 

a) H' est semi-simple. 

b) H' n'est pas contenu dans un Q-sous-groupe parabolique propre de 

Gq. 

D'apres lemme 5.1), la condition (b) est equivalente aux conditions 
(b') ou (b") suivantes: 

b') Tout Q-sous-groupe algebrique de Gq contenant est reductif 
b") Le centralisateur Zg{H) de Hq dans Gq est Q-anisotrope. 

Plus generalement si on ne suppose plus G adjoint, soient {G,X) une 
donnee de Shimura et K C G{Af) un sous-groupe compact ouvert. Soit 
(G"'^,X"'^) la donnee de Shimura adjointe (jH] 1.6.7). Soit K'^'^ un sous- 
groupe compact ouvert contenant I'image par I'apphcation adjointe de K; le 
morphisme induit de ^ = ShK{G,X){C) vers S""^ = ShKa^G'"^, X^^){C) est 
fini et d'apres |H] (proposition 2.2) une sous-variete Z de S est de type de 
Hodge si et seulement si son image Z"''^ dans S""^ Test. On dit alors que Z 
est fortement special si Z"-'^ Vest. 

On suppose de nouveau G adjoint. On fixe encore j3 G Rg,k- On pose 
r = et 5*0 = r\X+. On rappelle que Ton a pu definir avec les memes 
notations dans la section |21 un ensemble de sous-groupes de Lie connexes de 
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G(M)"'" note Ti. Si f2 = r\G(M)"'", on a aussi defini des ensembles de mesures 
de probabilites 

Q(fi,e) C QiSl) C PiSl). 

D'apres la proposition 13.81 une sous-variete fortement speciale de 5*0 as- 
sociee a une sous-donnee de Shimura {H',Xh') de {G,X) est (a translation 
par un operateur de Hecke pres) Timage d'une variete de la forme Ah\X^ 
verifiant les conditions de la proposition 13.81 pour un groupe Hq qui est un 
conjugue de Hq par un element de G{Q). On en deduit que H verifie les 
memes proprietes a) et b) que H'. Par abus de notation, on ecrira souvent 
Ah\X'^ pour son image dans 5*0. 

Remarque 4.1 Le sous-groupe Hq, associe a une sous-variete speciale M = 
Ah\X'^ n'est bien defini qu'a conjugaison pres par un A G F. Si = 
H{R)^.Xo pour un xq G Xh, on note Hx = XHqX~^, xi = X.Xq, X^^ la 
ifA(IR)+-classe de conjugaison de xi et Ah^ = F n Hx{M.)+. Alors Hx a les 
memes proprietes que H et M est aussi I'image de Ah^\X^^. 

Par ailleurs d'apres le lemme lT^ et la condition c) de Deligne pour les varietes 
de Shimura (rappelle au debut de la section EH}, on a H{R)~^ G TC. 

Soit M = Ah\X'Ij une sous-variete fortement speciale de type Shimura. 
Soit a G X+ se factorisant par H^. S'il existe un sous-groupe de Lie con- 
nexe F G 7i tel que Hq(M.)~^ C F, on salt (d'apres le lemme ITTj) qu'il existe 
un Q-sous-groupe Hq tel que F = H'(R)^. D'apres la propriete (b) des 
sous-varietes fortement speciales, Hq est reductif (sinon Hq done Hq serait 
contenu dans un Q-parabolique propre. Soit X^, la if'(M)+-classe de conju- 
gaison de a et Ah' = T n H'(R)+. 

Lemme 4.2 La sous-variete M' = Ah'\X^, est fortement speciale et 

M C M'. 

Preuve. On a vu que Hq est reductif. Comme Hq{M^^ G Ti, on 
salt d'apres les lemmes 12.21 et 12.31 que Hq est semi-simple sans Q-facteur 
simple compact. D'apres la proposition 13. 2( {H',Xh') est une sous-donnee 
de Shimura, on en deduit par la proposition 13.91 que M' est une sous-variete 
de type de Hodge. L'assertion M C M' est claire. 

On rappelle que pour tout F eH on dispose d'une mesure de probabilite 
associee fip sur Zp = F\FF ^ F fl F\F. En particulier si M = Ah\X^ est 
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une sous-variete fortement speciale de type Shimura, comme Hq(R)'^ e H, 
on dispose d'une mesure de probabilite /ih — A*if(]R)+ sur 

Zh = Zh(^^)+ = H{R)+ n r\H{R)+. 

Par ailleurs soit a G tel que T = MT{a) C Hq est un tore. Alors 
Koo = Cent{a{\/—1)) est un compact maximal de G(M)"'", 

est un compact maximal de if(M)+ et 

X+^H(R)+/K^nH{R)+. 

Alors i^oo ("1 H(R)~^ est un compact maximal de i/(M)+ et comme K^^ 
agit transitivement sur H{R)^/H(R)^ on dispose d'un isomorphisme 

H{R)+/K^nH{R)+ ^ X+. 

On en deduit en composant les applications naturelles 

Zh = H{R)+ n T\H{R)+ — > H{R)+ n T\X+ 

et 

H{R)+ n r\x+ — >M^ H{R)+ n r\x+ 

une application TTif^a : Zh — M. Par ailleurs comme M est un espace lo- 
calement symetrique hermitien, on dispose sur M d'une metrique kahlerienne 
et d'une mesure de probabilite associee /im- On a alors 

i'^H,a)*IJ'H = /^M- (5) 

On remarque que T:H,a est la restriction a Zh de I'application 

TTa : r\G'(M)+ r\x+ (6) 

Tfi- — > Tg.a 

Plus generalement pour tout (3 e X^, on a TTplZn) = M et TTp^/iH — /-I'M- 
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4.2 Sous-varietes fortement speciales et retour vers les 
compacts. 

Nous gardens les notations de la partie precedente. La proposition suivante 
est une forme faible d'un resultat dii a Dani et Margulis (j2] theoreme 2) 

Proposition 4.3 // existe un ensemble compact C de T\G{E^^ tel que pour 
tout sous-groupe unipotent a un parametre W = {ut)t£R et tout g G (ji'(M)'^, 
si 

r\r^iync = 

alors il existe un Q-sous-groupe parabolique propre P de Gq tel que 

gWg'' C P(M). 

On en deduit tout d'abord: 

Lemme 4.4 Soient Fq un Q-sous-groupe semi-simple tel que F(M)+ E Ti. et 
g G G+(Q) tels que 

r\r^F(M)+nc = 0. 

// existe alors un Q-sous-groupe parabolique propre P de Gq tel que Fq C P. 

Preuve. Soit L = L{F) le sous-groupe de F(M)+ engendre par les sous- 
groupes unipotents a un parametre de G(M)"'" qui sont contenus dans F(M) + . 
On a alors Fq = MT{L) (voir la discussion apres le lemme 12.11 Fixons un 
sous-groupe a un parametre 

W = (Mt)teK C L 

tel que W n'est contenu dans aucun sous-groupe normal de L{F). 
Pour tout he F{R)+ 

T\Tghw nG c r\r^F(M)+ n c = 

D'apres la proposition 14. 3[ pour tout h G -F(M) + , il existe un Q-parabolique 
propre Ph tel que 

ghWh-'g-' C P^m- 

Comme I'ensemble des paraboliques sur Q est denombrable, il existe un Q- 
parabolique propre Pq et un ensemble A C F(M)"'" de mesure positive (pour 
la mesure de Haar sur F(M)"'") tel que pour tout h E A: 

ghWh-^g'^ C Po{R). 



15 



Comme I'ensemble des h G F(M)"'" tels que ghWh~^g~^ C -Po(IR) est un sous- 
ensemble de Zariski de F(M)"'' de mesure positive, par connexite de /^(M)"*" 
on en deduit que pour tout h G F(M)+ 

ghWh^^g-^ C PoR. 

Comme W n'est contenu dans aucun sous-groupe normal de L on en deduit 
que 

gLg'^ C PoR- 
Soit P = g~^Pog, on a L C Pr done 

Fq = MT{L) C P. 

Ceci termine la preuve du lemme car P est un Q-parabolique propre. 

Lemme 4.5 // existe un compact C de r\X+ tel que si Ap\Xp est une 
sous-variete fortement speciale de type Shimura alors 

Af\x+ n c" ^ (7) 

Preuve. Soit Q un compact de G(]R)"'" contenant I'origine e comme point 
interieur. On note 

Ci = C.Q = {cu, c e C,uj e Q}, 

c'est encore un compact de r\G(]R)^. Pour tout x G X'^, on note comme 
precedemment vr^ I'application associee de r\G(R)"'" vers r\X^. On fixe 
xq G X~^ et on note C = Hxq^Ci). On remarque que pour tout G ^2, si on 
note = u.xo alors 

Soit X G Xp de sorte que Xp = F{R)+.x. Comme G(Q)^ est dense dans 
G(M)"'", il existe u; G et 7 G G'(Q)"'" tels que x = 70;. Xq. Soit F^q = •j'^Fqj. 
On a alors Xp = P(M)+7.a;^ et 

= 7r,,jr\r7P,(M)+). 
Si Air\X+ n C" = alors a fortiori Air\X+ n n^^{C) = et finalement 

r\r7P^(M)+ n c = 0. 

Par le lemme lOl on en deduit que F^q C P pour un Q-sous-groupe parabolique 
propre P. Ceci est impossible par la propriete (b) des sous-varietes fortement 
speciales. 
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4.3 Preuve du theoreme 

On dispose de tous les outils pour demontrer le resultat principal de ce texte: 

Theoreme 4.6 Soient (G, X) une donnee de Shimura, K C G{Af) un 
sous-groupe compact ouvert et S = r\X+ une composante irreductible de 
ShxiG, X){C) pour un T = F^, /3 G Rg,k- Soit Sn une suite de sous- 
varietes fortement speciales de S. Soit /i„ la mesure de probabilite associee 
a Sn. II existe une sous-variete fortement speciale M et une sous-suite fink 
qui converge faiblement vers la mesure canoniquement associee a M. De 
plus M contient Sn^ pour tout k assez grand. 

Remarque 4.7 Sans la condition (a) des sous-varietes fortement speciales 
le theoreme pent etre mis en defaut, par exemple pour des suites de tores 
Hn definissant des points CM. De meme si (b) n'est pas verifie pour un 
groupe Hq, on pent d'apres la condition equivalente (b") trouver une suite 
Zn G Zg{H) telle que I'image de Zn dans V n Zg{H)\Zg{H){M.) n'a pas de 
sous-suite convergente. Soit a : S ^ G]r se factorisant par et X„ la 
if(M)-classe de conjuguaison de Zn-ot; alors {H,Xn) est une sous-donnee de 
Shimura. On pent verifier que la suite de mesures canoniques fin sur la 
sous-variete speciale T fl H\X^ n'a pas de sous-suite convergente. 

Preuve. On pent tout d'abord supposer que G est adjoint. Cela resulte 
des definitions de sous-varietes fortement speciales en termes de la donnee de 
Shimura adjointe (G"^'^, X"-'^) et de compatibilites evidentes pour les mesures 
canoniques des sous-varietes fortement speciales de S et de 

S'"^ = ShKa4G'''^,X^^){C). 

On pent supposer que les Sn sont des sous-varietes de type Shimura. 
En effet par le lemme 13. 5| en extrayant au besoin une sous-suite, on pent 
supposer qu'il existe A G Rg,k tel une composante irreductible 

de Tx.S'n pour une sous-variete fortement speciale 5*^ de type Shimura. Le 
resultat pour Sn se deduit alors de celui pour S'n- 

Soit done Sn une suite de sous-variete fortement speciales de type Shimura 
de S. Soit Hn^Q des Q-sous groupes associes. Soit a„ G X~^ tel que MT(a„) = 
Tn soit un Q-tore contenu dans Hn,Q. On note alors X+ la classe de 

conjugaison de a„ et A„ = F fl if„(M)+ de sorte que Sn = A„\X+. 
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Lemme 4.8 // existe une suite A„, G T telle que si Von note Hn.\„ et X^^^ 
les conjugues de if„ et definis par le procede decrit dans la remarque \4.1[ 
alors en passant au besoin a une sous-suite, II existe une suite (3n € -^^a„ 
qui converge vers j3 G X^ . 

D'apres le lemme 14.51 il existe un compact C de ryX"*" tel que pour tout 

n e N, 

Soit done t„ G r„\X+ fl C . On pent supposer en passant au besoin a une 
sous-suite que tn — > t E C Soit 

e-.x^ — > r\x+ 

la projection. Les composantes irreductibles des images inverses par 6 de S'„ 
sont de la forme A.X^^ = X'^j^ ^ pour un A G F. On pent done en conjuguant 
au besoin iJ„ par un A^ G F choisir des releves par 6 convenables G Xh„ 
de tn dans un domaine fondamental fixe pour Faction de F sur X~^. Alors la 
suite Pn — P pour un releve /3 convenable de t. 

On pent sans perte de generalite supposer que Hn = Hn,\n- On a vu que 
if„^Q(M)+ G H. Pour tout n on note fi'^ la mesure de Q{fl, e) de support 

F\Fi/„(M)+. 

D'apres la proposition 12.51 au besoin en passant a une sous-suite, on pent 
supposer que /i^ converge faiblement vers une mesure fi' G Q{fl,e). De plus 
pour tout n assez grand on a 

supp{fin) = F\Fif„(M)+ C supp{fi'). 

D'apres la description de Q{fl, e) donnee avant la proposition 12 . 51 et le lemme 
12.11 il existe F G ?^ et un Q-sous-groupe algebrique Hq tel que F = Hq(R)^, 
Hq = MT{F) et fi' est la mesure if(M)"'"-invariante de support supp{fi) = 
F\Fi7(M)+. On en deduit done que 

F\Fif„(M)+ C T\TH{R)+. 

On en deduit que Lie{Hn(R)^) C Lie{H{M.)^) puis par connexite que 

iJ„(M)+ C H{R) + . 
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Finalement on obtient 

= MT(/f„(R)+) cHq = MT{H{R)+). 

Pour tout n assez grand, on a done 

Tn = MT(a„) C Hn,Q C Hq, 

et la i7(R)+-classe de conjugaison de a„ est independante de n. On la note 
X+. Soit Ah = r n H{R)+. D'apres le lemme lO M = Ajy\X+ est une 
sous-variete fortement speciale et pour tout n assez grand 

On termine la demonstration de la maniere suivante: pour tout n G N, 
on a vu que Tr/3„*fi'n = l^n- Comme /3„ — > /3, tt/j^ converge simplement et 
uniformement sur tout compacts vers vr^ et 'Kp^,^' = fiM- Soit / une fonction 
continue a support compact sur r\X+. On a 

fJ^n{f)-f^M{f) = MnpJ-fi'ifTTfs) = /i;(/7r^J-/i^(/7r^)+/i;(/7r^)-/i'(/7r^). 

Comme /x^ converge faiblement vers /i', /^^(/vr/j) — fi'^fTTp) tend vers 0. Par 
la convergence uniforme sur les compacts de vr^^ vers vr^ et le fait que les fin 
sont des mesures de probabilites, fi'nifT^t^n) — f^'nif'^is) converge aussi vers 0. 
On en deduit done que /in(/) — /^m(/) converge vers 0, done que /i„ converge 
faiblement vers /ia/- 
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